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ОБ ОДНОЙ ФУНКЦИИ КАРАТЕОДОРИ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА 
 

Аннотация 

Класс функций 끫븢(끫룎) Каратеодори, регулярных в единичном круге, 
нормированных условием 끫븢(0) = 1 и имеющих положительную действитель-

ную часть, играет важную роль в геометрической теории функций. Класс 
Каратеодори позволяет в удобной форме не только определять различные 
классы регулярных функций, но и исследовать данные классы. С помощью 
функций Каратеодори задаются многие подклассы класса однолистных 
функций, в том числе, звездообразных, почти выпуклых и других функций. 
При этом решение многих экстремальных задач на данных подклассах сво-

дится к анализу функций с положительной действительной частью. 

В настоящей статье исследуется конкретная функция Каратеодори, 
которая в дальнейшем будет выступать в роли мажоранты подчинения при 
определении некоторых классов функций. В ходе исследования мы установим 
различные геометрические свойства данной функции, в том числе, получим 
точные оценки действительной части данной функции в круге радиуса 끫뢾, 0 ≤끫뢾 < 1. 

Результаты данной статьи станут фундаментом для проведения 
дальнейших исследований некоторых классов регулярных функций. 

Ключевые слова: функции Каратеодори, выпуклые функции, почти 
выпуклые функции, оценки аналитических функций. 

 

1 Введение 
Пусть 끫롰 = {끫룎: |끫룎| < 1} – открытый единичный круг на комплексной плоскости. Будем 

рассматривать функции 끫븢(끫룎), имеющие нормировку 끫븢(0) = 1 и регулярные в круге 끫롰. Класс 
таких функций обозначим символом 끫뤸. Еще будем расматривать регулярные в круге 끫롰 

функций 끫뢦(끫룎) с нормировкой 끫뢦(0) = 끫뢦′(0) − 1 = 0, класс которых обозначим символом 끫륒. 

Традиционно, например [1], символами 끫뢌o и 끫롼 будем обозначать классы выпуклых и 
почти выпуклых функций 끫뢦(끫룎) из 끫륒. 

В настоящей статье мы введем функцию Каратеодори, которая в последующем будет 
играть роль мажоранты подчинения в определении одного класса регулярных функций, и 
рассмотрим основные свойства данной функции. 

2 Материалы и методы 
Одним из центральных инструментов современной геометрической теории функций 

комплексного переменного (ГТФКП) [2] является принцип подчиненности регулярных 
функций [2, с. 356]. Его суть заключается в сравнении регулярных функций на единичном 
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круге по принципу функционального включения образов. Пусть 끫븢(끫룎) и 끫븢0(끫룎) – регулярные 
функции в единичном круге 끫롰.  

Говорят [2, с. 356], что функция 끫븢(끫룎) подчинена функции 끫븢0(끫룎) (записывается 끫븢(끫룎) ≺끫븢0(끫룎)), если существует регулярная функция 끫븨(끫룎), удовлетворяющая условиям 끫븨(0) = 0  и 
|끫븨(끫룎)| < 1 для всех 끫룎 ∈ 끫롰, такая что 
 끫븢(끫룎) = 끫븢0[끫븨(끫룎)], 끫룎 ∈ 끫롰. 
 

Для однолистной функции 끫븢0(끫룎) это означает, что область значений функции 끫븢(끫룎) 

содержится в области значений функции 끫븢0(끫룎), то есть 끫븢(끫롰) ⊂ 끫븢0(끫롰), и 끫븢(0) ⊂ 끫븢0(0). 

Метод подчиненности служит мощным средством для задания и исследования 
различных классов регулярных и однолистных функций. В ГТФКП уже устоявшимся 
считается унифицированное задание классов функций 끫븢(끫룎) ∈ 끫뤸 с помощью условия 
подчиненности 끫븢(끫룎) ≺ 끫븢0(끫룎), где 끫븢0(끫룎) – вполне определенная мажоранта подчинения. 

С помощью принципа подчиненности можно описывать геометрические свойства 
функций (звездообразность, выпуклость [1], почти выпуклость [3] и др.) через функциональ-

ные неравенства или условия подчиненности заданным функциям-мажорантам специального 
вида. Например, если 끫뢦(끫룎) ∈ 끫륒 и выполняется подчиненность 
 

1 + 끫룎 끫뢦′′(끫룎)끫뢦′(끫룎)
≺ 끫븢0(끫룎), 

 

где 끫븢0(끫룎) – регулярная функция с положительной вещественной частью, то функция 끫뢦(끫룎) 

принадлежит классу 끫뢌o выпуклых функций. Аналогичные схемы применяются для построе-

ния унифицированных семейств функций с различными геометрическими свойствами. 
Значение метода подчиненности состоит в его универсальности и аналитической 

гибкости. Он позволяет не только формулировать новые классы функций, но и устанавли-

вать для них оценки, включения, экстремальные соотношения. Кроме того, подчиненность 
тесно связана с понятием мажорант, что дает возможность обобщать известные результаты, 
полученные ранее для конкретных классов, на более широкий спектр функций. 

В современной ГТФКП метод подчиненности играет роль унифицирующего принци-

па: многие известные методы (методы интегральных преобразований, дифференциальных 
подчиненностей, неравенств коэффициентов) представляют собой его частные случаи или 
следствия. Благодаря этому подходу удается систематически исследовать регулярные 
функции с заданными геометрическими свойствами и получать прикладные результаты, в 
частности, в гидродинамике, теории конформных отображений и моделировании физических 
полей. 

3-4 Результаты и обсуждение 
Рассмотрим функцию 

 끫뢦끫뢰(끫룎) =
1끫뢰 (1− 끫뢤−끫뢰끫뢰),끫뢰 > 0.                                                    (1) 

 

Эта функция часто играет роль экстремальной в различных вопросах ГТФКП. 
Например, в [1] отмечается, что при 끫뢰 > 끫븖 функция 끫뢦끫뢰(끫룎) является не однолистной в круге 끫롰. 

Это непосредственно вытекает из того факта, что функция 끫룈 = 끫뢤끫뢰 в качестве своей области 
однолистности имеет любую горизонтальную полосу ширины 2끫븖.  

Теорема 1. Если функция 끫뢦끫뢰(끫룎) определяется посредством формулы (1), то она 
имеет следующие свойства: 

1) функция 끫뢦끫뢰(끫룎) является выпуклой в круге 끫롰 при 0 < 끫뢰 ≤ 1. Кроме того, 
 

lim끫뢰→0 끫뢦끫뢰(끫룎) = 끫룎 ;                                                                 (2) 
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2) функция 끫뢦끫뢰(끫룎) является почти выпуклой порядка 끫뷼 ≥ 끫뷼0 в круге 끫롰, причем 
 끫뷼0 =

2끫븖 ��끫뢰2 − 1 − 끫뢜끫뢾끫뢜끫뢜끫뢜끫뢜 1끫뢰�                                              (3) 
 

и 1 < 끫뢰 ≤ 끫뢰0 ≈ 2,97, где 끫뢰0 – является корнем уравнения 
 �끫뢰2 − 1− 끫뢜끫뢾끫뢜끫뢜끫뢜끫뢜 1끫뢰 =

끫븖
2

.                                             (4) 
 

3) функция 끫뢦끫뢰(끫룎) является однолистной в круге 끫롰 при 0 < 끫뢰 ≤ 끫븖. 

Доказательство. Рассмотри первый случай, когда 0 < 끫뢰 ≤ 1. Нетрудно вычислить, 
что 
 끫룎 끫뢦끫뢰″(끫룎)끫뢦끫뢰′(끫룎)

= −끫뢰끫룎, 

 

поэтому 
 

1 + 끫뢊끫뢤 �끫룎 끫뢦끫뢰″(끫룎)끫뢦끫뢰′(끫룎)
� = 1 − 끫뢰 끫뢊끫뢤 끫룎 > 1 − 끫뢰 ≥ 0 

 

при 끫뢰 ≤ 1. Значит, при 0 < 끫뢰 ≤ 1 выполняется условие выпуклости [1], поэтому 끫뢦끫뢰(끫룎) ∈ 끫뢌o в 
круге 끫롰. 

Если 끫뢰 → 0, то по теореме Лопиталя находим 
 

lim끫뢰→0 끫뢦끫뢰(끫룎) = lim끫뢰→01 − 끫뢤−끫뢰끫뢰끫뢰 = lim끫뢰→0 (끫뢤−끫뢰끫뢰끫룎) = 끫룎. 
 

Установим теперь, при каких значениях 끫뢰 функция 끫뢦끫뢰(끫룎) будет почти выпуклой 
порядка 끫뷼 [4-5]. Как отмечается в [1], если для функции 
 ℎ(끫룎) = 끫룎 끫뢦끫뢰″(끫룎)끫뢦끫뢰′(끫룎)

= −끫뢰끫룎 

 

для всех 끫뢾, 0 < 끫뢾 < 1,  выполняется условие 
 � �1 + 끫뢊끫뢤 ℎ(끫뢾끫뢤끫뢬끫뢬)�끫뢢끫뢢 ≤ (1 + 끫뷼)2끫븖,                                              (5)

2끫븖
0  

 

то 끫뢦끫뢰(끫룎) является почти выпуклой порядка 끫뷼 в круге 끫롰. Так как по известным свойствам 
гармонических функций  
 � �1 + 끫뢊끫뢤 ℎ(끫뢾끫뢤끫뢬끫뢬)�끫뢢끫뢢 ≤ � �1 + 끫뢊끫뢤 ℎ�끫뢤끫뢬끫뢬��끫뢢끫뢢2끫븖

0 ,
2끫븖
0  

 

то, обозначив 끫뢨(끫뢢) = 1 + 끫뢊끫뢤 끫븢0�끫뢤끫뢬끫뢬� = 1 − 끫뢰 cos끫뢢, видим, что для выполнения условия (5) 
достаточно проверить неравенство 
 � �1 + Re ℎ�끫뢤끫뢬끫뢬��끫뢢끫뢢 = � |끫뢨(끫뢢)|끫뢢끫뢢2끫븖

0 = � |1− 끫뢰 cos끫뢢|끫뢢끫뢢2끫븖
0

2끫븖
0 ≤ (1 + 끫뷼)2끫븖.       (5′) 

 

Если 0 < 끫뢰 ≤ 1, то ∫ |끫뢨(끫뢢)|끫뢢끫뢢2끫븖0 = 2끫븖, значит, выполняется условие (5) с 끫뷼 = 0 и мы 
приходим к установленному выше выводу, что 끫뢦끫뢰(끫룎) ∈ 끫뢌o в круге 끫롰. 

Поэтому будем считать, что 끫뢰 > 1. Пусть 끫뢢0 ∈ (0,끫븖) – корень уравнения 끫뢨(끫뢢) = 0. Из 
равенства 끫뢨(끫뢢) = 1− 끫뢰 cos 끫뢢 находим, что 끫뢢0 = arccos

1끫뢰. Нетрудно проверить следующие 
свойства функции  끫뢨(끫뢢) – четность, 2끫븖-периодичность и знакопостоянство на промежутках: 
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끫뢨(끫뢢) �≤ 0,     −끫뢢0 ≤ 끫뢢 ≤ 끫뢢0        ≥ 0,    끫뢢0 ≤ 끫뢢 ≤ 2끫븖 − 끫뢢0 
. 

 

При этом, 끫뢨(끫뢢) убывает на (−끫븖; 0) и возрастает на (0;끫븖).  

В силу этого 
 � |끫뢨(끫뢢)|끫뢢끫뢢 =

2끫븖
0 � |끫뢨(끫뢢)|끫뢢끫뢢끫뢬0−끫뢬0 +� |끫뢨(끫뢢)|끫뢢끫뢢 =

2끫븖−끫뢬0끫뢬0  

−� 끫뢨(끫뢢)끫뢢끫뢢끫뢬0−끫뢬0 + � 끫뢨(끫뢢)끫뢢끫뢢 =
2끫븖−끫뢬0끫뢬0 − 2� 끫뢨(끫뢢)끫뢢끫뢢끫뢬0−끫뢬0 + � 끫뢨(끫뢢)끫뢢끫뢢 +

끫뢬0−끫뢬0 � 끫뢨(끫뢢)끫뢢끫뢢2끫븖−끫뢬0−끫뢬0 . 

 

Из теоремы о среднем получаем  
 � �1 + ℎ�끫뢤끫뢬끫뢬��끫뢢끫뢢 = 2끫븖 [1 + ℎ(0)] = 2끫븖   ⇒2끫븖

0    � 끫뢨(끫뢢)끫뢢끫뢢2끫븖−끫뢬0−끫뢬0 = 2끫븖. 

 

Поэтому 
 � |끫뢨(끫뢢)|끫뢢끫뢢 =

2끫븖
0 − 4� 끫뢨(끫뢢)끫뢢끫뢢 +

끫뢬00 � 끫뢨(끫뢢)끫뢢끫뢢2끫븖−끫뢬0−끫뢬0 = −4� 끫뢨(끫뢢)끫뢢끫뢢 +
끫뢬00 2끫븖 

 

и из неравенства (5), находим 
 −4� 끫뢨(끫뢢)끫뢢끫뢢 +

끫뢬00 2끫븖 ≤ (1 + 끫뷼)2끫븖  ⇔     −4� (1− 끫뢰 cos 끫뢢) 끫뢢끫뢢 +
끫뢬00 2끫븖 ≤ (1 + 끫뷼)2끫븖 

 

или 끫뷼 ≥ 끫뷼0 = − 2끫븖� (1− 끫뢰 cos 끫뢢)끫뢢끫뢢.
끫뢬00  

 

Подставляя сюда 끫뢢0 = 끫뢜끫뢾끫뢜끫뢜끫뢜끫뢜 1끫뢰, получаем выражение для 끫뷼0: 
 끫뷼0 = − 2끫븖 (끫뢢0 − 끫뢰 sin끫뢢0) =

2끫븖 �끫뢰�1− 1끫뢰2 − 끫뢜끫뢾끫뢜끫뢜끫뢜끫뢜 1끫뢰�, 

 

откуда окончательно выводим 
 끫뷼 ≥ 끫뷼0 =

2끫븖 ��끫뢰2 − 1 − 끫뢜끫뢾끫뢜끫뢜끫뢜끫뢜 1끫뢰�. 
 

Теперь рассмотрим функцию 
 끫뷼0 = 끫뷼0(끫뢰) =

2끫븖 ��끫뢰2 − 1 − 끫뢜끫뢾끫뢜끫뢜끫뢜끫뢜 1끫뢰�. 
 

Для нее 끫뷼0′(끫뢰) =
2끫븖√끫뢰2 − 1끫뢰 > 0 

 

при 끫뢰 > 1, поэтому 끫뷼0 = 끫뷼0(끫뢰) является монотонно возрастающей функцией при 끫뢰 > 1. 

Значит, существует обратная функция 끫뢰 = 끫뢰(끫뷼0), причет  끫뢰(끫뷼0) также монотонно возрастает 
на 0 < 끫뷼0 ≤ 1. Поэтому 
 

max0<끫뷼0≤1끫뢰(끫뷼0) = 끫뢰0 ≈ 2,97, 
 

где 끫뢰0 = 끫뢰(1) – корень уравнения (4). 
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Нетрудно проверить, что порядок почти выпуклости 끫뷼0 уточнить нельзя. Возьмем 끫뢢1 = −끫뢢0, 끫뢢2 = 끫뢢0. Поскольку из (5) следует равенство 
 

2� 끫뢨(끫뢢)끫뢢끫뢢끫뢬00 = −끫뷼0끫븖, 

то � 끫뢨(끫뢢)끫뢢끫뢢 =
끫뢬2끫뢬1 � 끫뢨(끫뢢)끫뢢끫뢢끫뢬0−끫뢬0 = 2� 끫뢨(끫뢢)끫뢢끫뢢 =

끫뢬00 − 끫뷼0끫븖. 

 

Следовательно, в неравенстве 
 � �1 + 끫뢊끫뢤 �끫룎 끫뢦끫뢰″(끫룎)끫뢦끫뢰′(끫룎)

��끫뢢끫뢢 ≥ −끫뷼끫븖끫뢬2끫뢬1 , 끫룎 = 끫뢤끫뢬끫뢬 

 

при 끫뢢1 = −끫뢢0, 끫뢢2 = 끫뢢0 достигается равенство. Это означает, что порядок почти выпуклости 끫뷼0, где 끫뷼0 задается по формуле (3), является точным. 
Теорема 1 доказана. 
Рассмотрим функцию 

 끫븢끫뢰(끫룎) =
1

1 − 끫뢤−끫뢰 �1− 끫뢤−끫뢰(1+끫뢰)�, 0 < 끫뢰 ≤ 끫븖,                                        (6) 
 

которая в следующей статье будет играть роль мажоранты подчинения в одном классе 
регулярных функций. 

Поскольку 끫븢끫뢰(끫룎) = 1 +
끫뢰끫뢤끫뢰 − 1

끫뢦끫뢰(끫룎), 
 

то из теоремы 1 и из формулы (6) сразу вытекает 

Теорема 2. Пусть функция 끫븢끫뢰(끫룎) определяется посредством формулы (6). Тогда 
функция 끫븢끫뢰(끫룎) является симметричной относительно действительной оси, т.е., 
удовлетворяет условию 끫븢끫뢰(끫룎) = 끫븢끫뢰(끫룎), 끫룎 ∈ 끫롰. Кроме того,  

1) при 0 < 끫뢰 ≤ 1 область 끫븢끫뢰(끫롰) является выпуклой; 
 

2)       lim끫뢰→0끫븢끫뢰(끫룎) = 1 + 끫룎 ;                                                    (7) 
 

3) функция 끫븢끫뢰(끫룎) при 1 < 끫뢰 ≤ 끫뢰0, где 끫뢰0 ≈ 2,97 – является корнем уравнения (4), 

является почти выпуклой порядка 끫뷼 ≥ 끫뷼0, где 끫뷼0 задается посредством формулы (3); 

3) функция 끫븢끫뢰(끫룎) при 0 < 끫뢰 ≤ 끫븖 является однолистной в круге 끫롰. 

Ниже на рисунке 1 показана область значений функции 끫븢끫뢰(끫룎) при некоторых 
значениях параметра  끫뢰 
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Рисунок 1 – Область 끫븢끫뢰(끫롰) при некоторых значениях параметра  끫뢰 
 

Теорема 3. Пусть функция 끫븢끫뢰(끫룎) задается по формуле (6). Тогда выполняются 
следующие точные оценки: 

1) если 0 < 끫뢰 ≤ 1, то в круге |끫룎| ≤ 끫뢾, 0 ≤ 끫뢾 < 1 
 

1

1 − 끫뢤−끫뢰 �1 − 끫뢤−끫뢰(1−끫뢾)� ≤ 끫뢊끫뢤 끫븢끫뢰(끫룎) ≤ 1

1 − 끫뢤−끫뢰 �1 − 끫뢤−끫뢰(1+끫뢾)�;         (8) 
 

2) если 1 < 끫뢰 ≤ 끫븖, то  

в круге |끫룎| ≤ 끫뢾, 0 ≤  끫뢾 ≤ 1 끫뢰⁄ , 
 

1

1− 끫뢤−끫뢰 �1− 끫뢤−끫뢰(1−끫뢾)� ≤ 끫뢊끫뢤 끫븢끫뢰(끫룎) ≤ 1

1 − 끫뢤−끫뢰 �1− 끫뢤−끫뢰(1+끫뢾)�,          (9) 
 

в круге |끫룎| ≤ 끫뢾,  1 끫뢰⁄ < 끫뢾 < 1, 
 

               
1

1 − 끫뢤−끫뢰 �1 − 끫뢤−끫뢰(1−끫뢾)� ≤ 끫뢊끫뢤 끫븢끫뢰(끫룎) ≤ 1

1 − 끫뢤−끫뢰 �1− 끫뢤−끫뢰(1+끫뢾cos끫뢬1) ∙ cos끫뢢1�,   (10) 
 

где 끫뢢1 ∈ (arccos
1끫뢰끫뢾 ,끫븖)  – определяется как корень уравнения  끫뢰끫뢾 sin끫뢢1 = 끫뢢1.  

Доказательство. Ниже будем считать, что 끫룎 = 끫뢾끫뢤끫뢬θ, 0 ≤ 끫뢾 < 1, 0 ≤ 끫뢢 < 2끫븖. В этих 
условиях 
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끫븢끫뢰�끫뢾끫뢤끫뢬θ� =
1

1− 끫뢤−끫뢰 �1 − 끫뢤−끫뢰(1+끫뢾 cos끫뢬)(cos  (끫뢰끫뢾 sin끫뢢)− 끫뢬 sin (끫뢰끫뢾 sin 끫뢢))�, 
 

поэтому 끫룄(끫뢾,끫뢢) = 끫뢊끫뢤 끫븢끫뢰�끫뢾끫뢤끫뢬θ� =
1

1− 끫뢤−끫뢰 �1− 끫뢤−끫뢰(1+끫뢾 cosθ) cos  (끫뢰끫뢾 sinθ)�,                (11) 
 

По теореме 2 функция 끫븢끫뢰(끫룎) является симметричной относительно действительной 
оси, то есть, 끫븢끫뢰(끫룎) = 끫븢끫뢰(끫룎), 끫룎 ∈ 끫롰. В силу этого достаточно исследовать функцию 끫룄(끫뢾,끫뢢) для θ ∈ [0,끫븖]. 

Зафиксирует 끫뢾, 0 ≤ 끫뢾 < 1, и вычислим производную функции 끫룄(끫뢾, θ) 
 끫븪끫룄끫븪θ =

끫뢰끫뢾
1 − 끫뢤−끫뢰 끫뢤−끫뢰(1+끫뢾 cosθ) sin(끫뢰끫뢾 sin θ − 끫뢢).                                 (12) 

 

Поскольку множитель перед синусом является положительным, то знак производной  끫븪끫룄 끫븪끫뢢⁄  совпадает со знаком sin(끫뢰끫뢾 sin끫뢢 − 끫뢢). Введем обозначения 
 끫뢨(끫뢢) = sin(끫뢰끫뢾 sin끫뢢 − 끫뢢) , 0 ≤ 끫뢢 ≤ 끫븖,                                              (13) 
 끫뢨1(끫뢢) = 끫뢰끫뢾 sin끫뢢 − 끫뢢. 
 

Тогда 끫뢨(끫뢢) = sin끫뢨1(끫뢢). Рассмотрим следующие случаи. 
1) Пусть 0 < 끫뢰 ≤ 1. Поскольку в этом случае 끫뢨1′ (끫뢢) = 끫뢰끫뢾 cos θ − 1 < 0 на [0,끫븖], то 

функция 끫뢨1(끫뢢) монотонно убывает на [0,끫븖] и поэтому 
 −끫븖 = 끫뢨1(끫븖) ≤ 끫뢨1(θ) ≤ 끫뢨1(0) = 0 на [0,끫븖]. 
 

В силу этого 끫뢨(끫뢢) = sin끫뢨1(끫뢢) ≤ 0 для θ ∈ [0,끫븖] и на основе равенств (12) и (13) 
видим, что 끫븪끫룄끫븪θ =

끫뢰끫뢾
1 − 끫뢤−끫뢰 끫뢤−끫뢰(1+끫뢾 cosθ)끫뢨(끫뢢) ≤ 0                                   (14) 

 

на отрезке [0,끫븖]. Поэтому функция 끫룄(끫뢾, θ) является невозрастающей на [0,끫븖] и для всех 끫뢾, 

0 ≤ 끫뢾 < 1, выполняется оценка 
 끫븢끫뢰(−끫뢾) = 끫룄(끫뢾,끫븖) ≤ 끫뢊끫뢤 끫븢끫뢰(끫룎) ≤ 끫룄(끫뢾, 0) = 끫븢끫뢰(끫뢾),                         (15) 
 

приводящая к оценке (8). 
2) Пусть 1 < 끫뢰 ≤ 끫븖. Здесь рассмотрим два подслучая. 
Если 끫뢾 ≤ 1/끫뢰, то тогда 끫뢰끫뢾 ≤ 1 и поэтому 끫뢨1′ (끫뢢) = 끫뢰끫뢾 cos θ − 1 < 0 на [0,끫븖]. 

Следовательно, аналогично случаю 0 < 끫뢰 ≤ 1 неравенство (14) выполняется. Поэтому 
функция 끫룄(끫뢾,끫뢢) не возрастает на [0,끫븖] и для |끫룎| ≤ 끫뢾, 0 ≤  끫뢾 ≤ 1 끫뢰⁄ , имеет место оценка (15), 
равносильная оценке (9). 

Пусть теперь 1 끫뢰⁄ < 끫뢾 < 1. Тогда 끫뢰끫뢾 > 1. Так как 끫뢨1′ (끫뢢) = 끫뢰끫뢾 cos θ − 1, то функция 끫뢨1(끫뢢) на [0,끫븖] имеет единственную критическую точку 
 끫뢢0 = arccos

1끫뢰끫뢾 ∈ (0,끫븖/2) . 
 

При этом, 끫뢨1′ (끫뢢) ≥ 0 на [0,끫뢢0] и 끫뢨1′ (끫뢢) ≤ 0 на [끫뢢0,끫븖]. Поэтому 끫뢨1(끫뢢) возрастает на [0,끫뢢0], 

убывает на [끫뢢0,끫븖] и в точке 끫뢢0 имеет максимум. 
Поскольку 끫뢨1(끫뢢) убывает на [끫뢢0,끫븖], причем 끫뢨1(끫뢢0) > 0 и 끫뢨1(끫븖) = −끫븖 < 0, то на 

интервале (끫뢢0,끫븖) существует точка 끫뢢1, в которой 끫뢨1(끫뢢) = 0, то есть 끫뢰끫뢾 sin끫뢢1 − 끫뢢1 = 0. При 
этом, 끫뢨1(끫뢢) ≥ 0 на [0,끫뢢1] и 끫뢨1(끫뢢) ≤ 0 на [끫뢢1,끫븖]. Кроме того, 
 

0 ≤ 끫뢨1(끫뢢) ≤ 끫뢨1(끫뢢0) ≤ 끫뢰끫뢾 < 끫븖 на [0,끫뢢1] и −끫븖 ≤ 끫뢨1(끫뢢) ≤ 0 на [끫뢢1,끫븖]. 
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Учитывая, что 끫뢨(끫뢢) = sin(끫뢰끫뢾 sin끫뢢 − 끫뢢) = sin끫뢨1(끫뢢), на основании предыдущего получаем, 
что 끫뢨(끫뢢) �> 0 на [0,끫뢢1],

< 0 на [끫뢢1,끫븖].
 

 

Поэтому, опираясь на (12) и (13) получаем, что 
 끫븪끫룄끫븪θ  �> 0 на [0,끫뢢1],

< 0 на [끫뢢1,끫븖].
 

 

Значит, функция 끫룄(끫뢾,끫뢢) в точке 끫뢢1 имеет максимум, а в точке 끫븖 – минимум. Поэтому 
 끫룄(끫뢾,끫븖) ≤ 끫뢊끫뢤 끫븢끫뢰(끫룎) ≤ 끫룄(끫뢾,끫뢢1) =

1

1− 끫뢤−끫뢰 �1 − 끫뢤−끫뢰(1+끫뢾 cos끫뢬1) cos  (끫뢰끫뢾 sin끫뢢1)�. 
 

Вспоминая, что 끫뢰끫뢾 sin끫뢢1 = 끫뢢1, то отсюда получаем оценку (10). 
5 Выводы  
В данной статье мы исследует функцию Каратеодори, определенную по формуле (6). 

Для нее выведены такие важные свойства, как положительность действительной части, 
симметрия образа единичного круга относительно действительной оси, выпуклость и почти 
выпуклость функции при определенных значениях параметра, а также оценки действитель-

ной части в любом круге радиуса 끫뢾, 0 ≤ 끫뢾 < 1. 
Для наглядности, с помощью компьютерных средств получены образы единичной 

окружности при отображении с помощью функции (6), демонстрирующие некоторые из 
вышеперечисленных свойств. 

Полученные свойства послужат основой для исследования классов регулярных 
функций, заданных на основе данной функции Каратеодори. 
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МАЙЕР, Ф.Ф., НАРИЖНЯЯ, Т.И. 
КАРАТЕОДОРИЯНЫҢ ЕРЕКШЕ ТҮРІНІҢ БІР ФУНКЦИЯСЫ ТУРАЛЫ 끫븢(0) = 1 шартымен нормаланған және оң нақты бөлігіне ие, бірлік дискідегі регулярлы 끫븢(끫룎) 

Каратеодорлық функциялар класы геометриялық функция теориясында маңызды рөл атқарады. 
Каратеодори класы тұрақты функциялардың әртүрлі класстарын ыңғайлы түрде анықтауға ғана 
емес, сонымен қатар осы сыныптарды зерттеуге мүмкіндік береді. Каратеодорлық функцияларды 
пайдалана отырып, біз жұлдыз тәрізді, дерлік дөңес және басқа функцияларды қоса алғанда, 
бірвалентті функциялар класының көптеген ішкі сыныптарын анықтаймыз. Сонымен қатар, осы 
ішкі сыныптар бойынша көптеген экстремалды есептерді шешу оң нақты бөлігі бар функцияларды 
талдауға дейін төмендейді. 

Бұл мақалада белгілі бір функциялар сыныптарын анықтауда кейіннен бағыныштылық 
ретінде қызмет ететін белгілі бір каратеодорлық функция қарастырылады. Зерттеу барысында біз 
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бұл функцияның әртүрлі геометриялық қасиеттерін белгілейтін боламыз, соның ішінде 끫뢾, 0 ≤ 끫뢾 < 1, 
радиусы бар дискідегі осы функцияның нақты бөлігі үшін нақты бағалауларды аламыз. 

Осы мақаланың нәтижелері тұрақты функциялардың белгілі бір сыныптарын одан әрі 
зерттеу үшін негіз болады.  

Түйінді сөздер: Каратеодорлық функциялар, дөңес функциялар, дерлік дөңес функциялар, 
аналитикалық функцияларды бағалау. 
 

MAYER, F.F., NARIZHNYAYA, I.I. 
ON A SPECIAL TYPE OF CARATHÉODORY FUNCTION 
The class of Carathéodory functions 끫븢(끫룎), regular on the unit disk, normalized by the condition 끫븢(0) = 1, and having a positive real part, plays an important role in geometric function theory. The 

Carathéodory class allows us not only to conveniently define various classes of regular functions but also to 

study these classes. Using Carathéodory functions, we define many subclasses of the class of univalent 

functions, including star-shaped, close-to-convex, and other functions. Moreover, the solution of many 

extremum problems on these subclasses reduces to the analysis of functions with a positive real part. 

This article examines a specific Carathéodory function, which will subsequently serve as a 

subordination majorant in defining certain classes of functions. During the study, we will establish various 

geometric properties of this function, including obtaining precise estimates for the real part of this function 

in a circle of radius 끫뢾, 0 ≤ 끫뢾 < 1. 

The results stated in this article will form the foundation for further research on certain classes of 

regular functions. 

Key words: Carathéodory functions, convex functions, close-to-convex functions, estimates of 

analytic functions. 
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